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Èñòîðè÷åñêîå ââåäåíèå 1

Â äðåâíåãðå÷åñêèõ ïîëèñàõ ñóùåñòâîâàëà âûáîðíàÿ
äîëæíîñòü ìàãèñòðàòà ïîëèñà, êîòîðûé çàíèìàëñÿ
êîíòðîëåì ïðîèçâîäñòâà àìôîð. Å¼ èçáðàííûé çàíèìàë íà
ôèêñèðîâàííûé ñðîê (îáû÷íî îäèí ãîä) è íå áîëåå îäíîãî
ðàçà.
Â ïåðèîä àíòè÷íîñòè, â íåêîòîðûõ äðåâíåãðå÷åñêèõ
ïîëèñàõ äëÿ ïåðåâîçêè íà êîðàáëÿõ âèíà è îëèâêîâîãî
ìàñëà èñïîëüçîâàëèñü êåðàìè÷åñêèå àìôîðû. ×àùå âñåãî
ýòà òàðà áûëà îäíîðàçîâîé è, áëàãîäàðÿ ýòîìó, åå
ïðîèçâîäèëè â îãðîìíûõ êîëè÷åñòâàõ.
Ìíîãèå àìôîðû ìàðêèðîâàëèñü îäíèì èëè äâóìÿ
êëåéìàìè, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò èìåíà ìàãèñòðàòà,
çàíèìàâøåãî â ýòî âðåìÿ îïèñàííóþ âûøå äîëæíîñòü, è
ôàáðèêàíòà, âëàäåâøåãî ìàñòåðñêîé, â êîòîðîé ýòà òàðà
áûëà ïðîèçâåäåíà.



Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 2

Îäíîé èç çàäà÷ èñòîðè÷åñêîé íàóêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
âîññòàíîâëåíèÿ õðîíîëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èçáðàíèÿ ìàãèñòðàòîâ. Ðàññìîòðèì åå.
Èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðûå èç íèõ çàíèìàëè äîëæíîñòü
ðàíüøå äðóãèõ, à òàêæå ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îäèí ìàãèñòðàò
èñïîëíÿë îáÿçàííîñòè òîëüêî îäèí ñðîê è íå áûë
ïåðåèçáðàí.
Òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå íàéäåííûå èçäåëèÿ
ïðåäîñòàâëÿþò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ, ò.å. åñëè íåêîòîðûé
ôàáðèêàíò èçãîòîâëÿë àìôîðû â ïåðèîä âûïîëíåíèÿ
îáÿçàííîñòåé íåêîòîðûì ìàãèñòðàòîì, òî õîòÿ áû îäíà
òàêàÿ àìôîðà îáíàðóæåíà àðõåîëîãàìè è îòðàæåíà â áàçå
äàííûõ.



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 3

Ïóñòü çàäàíà áèíàðíàÿ ìàòðèöà M ·N . Ñòîëáöû ýòîé
ìàòðèöû õàðàêòåðèçóþò ìàãèñòðàòîâ, à ñòðîêè �
ôàáðèêàíòîâ. Êàæäîìó ÷èíîâíèêó è êàæäîì èçãîòîâèòåëþ
òàðû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå ÷èñëî, ïðè ýòîì
êîëè÷åñòâî èäåíòèôèêàòîðîâ ôàáðèêàíòîâ áóäåò M , à
êîëè÷åñòâî èäåíòèôèêàòîðîâ ìàãèñòðàòîâ � N . Åñëè íà
ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè i è ñòîëáöà j ñòîèò åäèíèöà, òî áûëà
íàéäåíà òàðà, èçãîòîâëåííàÿ ìàñòåðîì ñ íîìåðîì i òîãäà,
êîãäà ó äîëæíîñòè íàõîäèëñÿ ìàãèñòðàò ñ íîìåðîì j.



Ïðèìåð 4

Ïóñòü áûëî íàéäåíî 6 àìôîð ñî ñëåäóþùèìè êëåéìàìè
(ïåðâîå ÷èñëî � íîìåð ôàáðèêàíòà, âòîðîå � íîìåð
ìàãèñòðàòà): 1-3, 1-1, 2-1, 2-2, 3-1, 4-3.
hhhhhhhhhhhhhhhhhÔàáðèêàíòû

Ìàãèñòðàòû
1 2 3

1 1 0 1
2 1 1 0
3 1 0 0
4 0 0 1



Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 5

Êðîìå òîãî, çàäàí ìàññèâ ïàð, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò óæå
èçâåñòíûå îòíîøåíèÿ ïî âðåìåíè èçáðàíèÿ ìåæäó
íåêîòîðûìè ìàãèñòðàòàìè. Åñëè çàäàíà ïàðà (u, v), çíà÷èò
÷èíîâíèê ñ íîìåðîì u çàíèìàë äîëæíîñòü ðàíüøå, ÷åì
÷èíîâíèê ñ íîìåðîì v.
Íåîáõîäèìî ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû ìàòðèöû â ïîðÿäêå,
ñîîòâåòñòâóþùåì ïðåäïîëàãàåìîìó ïîðÿäêó èçáðàíèÿ
ìàãèñòðàòîâ.



Ïîèñê ðåøåíèÿ 6

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåì îòòàëêèâàòüñÿ îò
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî êàæäûé ôàáðèêàíò ðàáîòàë â
íåêîòîðûé íåïðåðûâíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, êîòîðûé
ìîã îõâàòèòü ñðîêè íåñêîëüêèõ ìàãèñòðàòîâ. Òàêèì
îáðàçîì, â ìàòðèöå íåîáõîäèìî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî â
êàæäîé ñòðîêå âñå åäèíèöû îáðàçóþò îäèí íåïðåðûâíûé
îòðåçîê, à ñòîëáöû óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíûì
óñëîâèÿì.
Èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äâà ìàãèñòðàòà
çàíèìàëè äîëæíîñòü â ñîñåäíèå ïðîìåæóòêè âðåìåíè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàêñèìèçèðîâàíî êîëè÷åñòâî
ôàáðèêàíòîâ, êîòîðûå ðàáîòàëè ïðè îáîèõ ýòèõ
÷èíîâíèêàõ. Îáîçíà÷èì ýòî êîëè÷åñòâî êàê ôóíêöèþ
f(u, v). Äëÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ∀u
f(u, u) = 0.



Ïîèñê ðåøåíèÿ 7

Òîãäà íàèáîëåå îïòèìàëüíûé îòâåò âîçíèêàåò â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ìàêñèìèçèðîâàíà ñóììà ýòîé ôóíêöèè ïî
âñåì ïàðàì ñîñåäíèõ ìàãèñòðàòîâ. Òî åñòü ñðåäè âñåõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èçáðàíèÿ u1, u2, . . . , uN , âûáèðàåòñÿ
òàêàÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

N−1∑
i=1

f(ui, ui+1)→ max (1)



Ââåäåíèå ãðàôîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 8

Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè, ïðåäñòàâèì äàííûå â âèäå
ïîëíîãî âçâåøåííîãî ãðàôà èç N âåðøèí, ãäå âåðøèíàìè
áóäóò ìåòêè ìàãèñòðàòîâ, à âåñ ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè u
è v � çíà÷åíèå ôóíêöèè f(u, v). Ïåòëè íóëåâîãî âåñà â
ýòîò ãðàô äîáàâëÿòü íå áóäåì, íà îòâåò îíè âñå ðàâíî íå
ïîâëèÿþò.
Â òàêîì ãðàôå îòâåòîì áóäåò ïóòü, êîòîðûé ïðîõîäèò
÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ãðàôà ðîâíî îäèí ðàç è ïðè ýòîì
ñóììà âåñîâ ðåáåð íà ýòîì ïóòè ìàêñèìàëüíà.



Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà 9

Â òåîðèè ãðàôîâ òàêîé ïóòü íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, à
çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ñóììû âåñîâ ðåáåð íà íåì ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è êîììèâîÿæåðà. Ýòà çàäà÷à
îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP-òðóäíûõ çàäà÷. Äëÿ åå ðåøåíèÿ
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî áûñòðûõ, íî âåðîÿòíîñòíûõ
àëãîðèòìîâ, îäíàêî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåäëåííûì, íî
òî÷íûì àëãîðèòìîì íà îñíîâå äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.



Îãðàíè÷åíèå íà çàäàííûå îòíîøåíèÿ 10

Êðîìå âñåãî ïåðå÷èñëåííîãî, íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî äëÿ
íåêîòîðûõ ïàð ìàãèñòðàòîâ ïîðÿäîê èçáðàíèÿ óæå
èçâåñòåí. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî çàäàííûé ìàññèâ ïàð
äîëæåí îïðåäåëÿòü ñòðîãèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà
ìíîæåñòâå ìàãèñòðàòîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, äîëæíû èìåòü
ìåñòî àíòèðåôëåêñèâíîñòü, àíòèñèììåòðè÷íîñòü è
òðàíçèòèâíîñòü. Â ñëó÷àå íåâûïîëíåíèÿ ëþáîãî èç ýòèõ
óñëîâèé, ðåøåíèÿ äëÿ çàäàííûõ âõîäíûõ äàííûõ íå
ñóùåñòâóåò.



Àëãîðèòì ðåøåíèÿ 11

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è èñïîëüçóåì àëãîðèòì
Áåëëìàíà-Õåëäà-Êàðïà ñ íåêîòîðûìè äîïîëíåíèÿìè:

Àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó êîììèâîÿæåðà äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà ñòàðòîâàÿ âåðøèíà èçâåñòíà. Ó íàñ æå îíà íå
çàäàíà, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü âñå N âåðøèí
è çàïóñòèòü àëãîðèòì äëÿ êàæäîé.

Ïåðåä êàæäûì çàïóñêîì àëãîðèòìà áóäåì ïðîâåðÿòü,
÷òî â çàäàííîì îòíîøåíèè ïîðÿäêà íåò íè îäíîé
ïàðû, â êîòîðîé òåêóùàÿ ñòàðòîâàÿ âåðøèíà ñòîèò íà
âòîðîì ìåñòå. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, ñðàçó
ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ ñëåäóþùåé âåðøèíû.

Âî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè êàæäîì ïåðåõîäå â
î÷åðåäíóþ âåðøèíó v íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî íåò
íè îäíîé ïàðû, â êîòîðîé íà ïåðâîì ìåñòå ñîäåðæèòñÿ
åùå íå ïîñåùåííàÿ âåðøèíà, à íà âòîðîì ìåñòå �
âåðøèíà v.



Ïðèìåð ðàáîòû 12

Ïóñòü áûëè íàéäåíû êëåéìà 15 ðàçëè÷íûõ ìàãèñòðàòîâ è
13 ôàáðèêàíòîâ.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 1 1 1 1
2 1 1 1 1
3 1 1 1
4 1 1 1 1 1
5 1 1
6 1 1 1
7 1 1 1
8 1 1 1
9 1 1 1
10 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1
12 1 1
13 1 1 1 1 1



Ïðèìåð ðàáîòû 13

Ðåçóëüòàò ïîñëå ðàáîòû ïðîãðàììû è ïåðåñòàíîâêè
ìàãèñòðàòîâ â íàéäåííîì ïîðÿäêå.

2 13 8 3 10 11 14 15 6 1 7 9 12 4 5
3 1 1 1
1 1 1 1 1
2 1 1 1 1
8 1 1 1
9 1 1 1
10 1 1 1 1
7 1 1 1
4 1 1 1 1 1
13 1 1 1 1 1
12 1 1
6 1 1 1
11 1 1 1 1 1
5 1 1



Çàòðàòû âðåìåíè è ïàìÿòè 14

Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà íåîáõîäèìî ðåøèòü íàáîð èç
N · 2N ïîäçàäà÷, íà ðåøåíèå êàæäîé èç êîòîðûõ
íåîáõîäèìî âðåìÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîå O(N + k), ãäå k �
êîëè÷åñòâî íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Øàãîâ âñåãî òàê æå N ,
òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå ðàáîòàåò çà àñèìïòîòèêó
O(N2 · (N + k) · 2N). Îäíàêî çà ñ÷åò íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
î÷åíü áîëüøîå êîëè÷åñòâî øàãîâ àëãîðèòìà îòñåêàåòñÿ è
íà ðåàëüíûõ äàííûõ àëãîðèòì ðàáîòàåò íà ïîðÿäîê
áûñòðåå.
Êðîìå òîãî, ðåøåíèå òðåáóåò O(N2) äîïîëíèòåëüíîé
ïàìÿòè íà ñîõðàíåíèå ãðàôà è åùå O(N · 2N) íà
ñîõðàíåíèå ìàññèâà ñîñòîÿíèé. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
óæå ïðè N = 22 íà ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
òðåáóåòñÿ ÷óòü áîëüøå îäíîãî ãèãàáàéòà ïàìÿòè. È ïðè
óâåëè÷åíèè N ýòî ÷èñëî ðàñòåò íà ïîðÿäîê.



Èòîãè 15

Áûëî ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è,
âðåìÿ ðàáîòû è òðåáóåìàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïàìÿòü
êîòîðîãî çàâèñÿò â ïåðâóþ î÷åðåäü îò êîëè÷åñòâà
ìàãèñòðàòîâ.
Â ñâîþ î÷åðåäü íà âðåìÿ ðàáîòû òàêæå âëèÿåò êîëè÷åñòâî
íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â àñèìïòîòèêå
óêàçàíà ïðÿìàÿ çàâèñèìîñòü îò èõ êîëè÷åñòâà, íà äåëå îíà
ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé, òàê êàê êàæäîå äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå ïîçâîëÿåò îòñåêàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî
âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.
Êîëè÷åñòâî ôàáðèêàíòîâ íèêàê íå âëèÿåò íà èòîãîâîå
âðåìÿ ðàáîòû. Îíî âàæíî òîëüêî ïðè ñ÷èòûâàíèè äàííûõ
è ïðåîáðàçîâàíèè èõ â ãðàô.
Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ðåøàòü íå òîëüêî
àíàëîãè÷íûå çàäà÷è, íî è çàäà÷è èç ëþáîé îáëàñòè, ãäå
íåîáõîäèìà õðîíîëîãèçàöèÿ äàííûõ.
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